Fonctionsusuelles

exercices




Faire ses gammes

Dérivons

Soit (a,b) € (R%)?. Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et expression
de la dérivée des fonctions suivantes.

a

(i) z+—>e =2 (vii) x +— Arctan(e®)
(i) @ = azl/_x (viii) @ +— Arcsin(z? — 1)
(iii) = ( —) ,
(iv) z 14 cos?x (ix) x +— Arccos <1 n m)
(V) z— (a:z: +b)” ,

; cos(a:c +br+1) 9 1 cos® x
(vi) = sin(z) () @ (1 —cosx)?

Des équations

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

0 m(T5) = et (i) (va)® = ov®

(i) 3% — g7tz — go+g _ 3201 (iv) In|2z + 1| +1n|z + 3| < In3

103 | Etude de fonctions
Etudier les fonctions suivantes (domaine de définition, parité, périodicité, variations et limites.)

. 23 tan(2x)
) T3 (V) z— tan
(ii) z — In(z — 1) + In(x + 1) 1
(iii) x — In(2% — 1) (vi)  — z Arctan .
. In |x|
(iv) & +— . (vii) @ — sin(3z) + 3sinx

Fonctions exponentielles et puissances

1104 ' Ecriture d’un entier en base 2
Soit p € N* et

n= ZaiZi avec ap,—1 =1 et Vie[0,p—2], a; € {0,1}.
Montrer que p =1+ |logy(n)].

1105 | Des suites
Les questions sont indépendantes.

1. Déterminer tous les couples d’entiers naturels distincts (n, p) non nuls tels que n? = p™.

2. Déterminer les entiers naturels n € N tels que 2™ > n2.

=
(=7}

Max !
Déterminer, s’il existe, le maximum de {{/n, n € N*}.
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Exponentielle et Taylor

n
Montrer que pour tout n € N et pour tout x € RT, on a e* > Z

k

x
K
k=0

{zl_OS ! Encadrement de e

Montrer que pour tout n > 2, on a (

E)g ' Du z en haut et en bas

=

1. Soient I un intervallede Ret u: I — R et v: I — R deux fonctions.

On suppose que u et v sont dérivables sur I et que u est strictement positive sur 1.

Montrer que u’ est dérivable sur I et calculer sa dérivée.

2. Etudier et tracer le graphe de I'application f : R — R définie par f(z) =

z¥ siz >0

1 sixz=0.

On précisera les éventuelles tangentes aux points d’abscisses 0 et 1.

3. Méme question avec f: RT

2]

siz>0
six=0.

Une inégalité

Montrer que  Vz €]0,1[, z”(1 —2)'™* > 1.

Une inégalité (délicate ?)

Az — Dl (2 — I) + w ol x <4« goidonot sl ob anoidsitsy aol 10ibirdll

Montrer que

{2[2[2?} Avec du log et de I’exponentielle

Limites

Déterminer les limites en +o0o des fonctions suivantes :

(i)  — In(x) — €*

3

exp(y/)

(i) = —

PR,
1113 Avec des fonctions puissances
Déterminer les limites suivantes :

(i) lim (%)

z—4oo T°

aI
(ii) lim ouna>1
r——+00 I

a

In(1 + ")
NG
exp(v/z)

exp()

(iii) z

(iv)

I

(iii) lir—? e oitl<a<b
Tr—r+00

: . 1/x
li 1/z

(V) :L‘i%lJr o
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Fonctions trigonométriques circulaires

Graphe

Soit f : x — Arctan(tanx).
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est périodique.
3. Montrer que C; admet ’origine comme centre de symétrie.
4. Tracer Cy.

Avec Arctan

1. Soit k € N. Simplifier Arctan(k + 1) — Arctan(k).

On pourra calculer la tangente de cette expression.

- 1
2. En déduire la valeur de ngr}rloo (% Arctan (m>> .

Cosinus et Arctan

Soit z € R.

1
Montrer que cos(Arctanz) =

V1+a?

En déduire une formule analogue pour sin(Arctan z).

Avec Arctan

1 —cost t
L nslon = (l),
ontrer que Vi€ |-Z,2[\ {0} " tan 5

2 —1

—
+

2. Simplifier Arctan ( > pour z € R*.

Des identités

Montrer les égalités suivantes :
(i) Yz € [-1,1], Arcsinz + Arccosx = g

1—=z

1+

1
(ii) Vo € ]—-1,1], Arctan =3 Arccosz.

Simplification d’une expression avec Arcsin
Soit f: x> Arcsin (22v1 — 22).
SOitZL‘EDfZ....

Montrer que

—m —2Arcsinz siz € ...

flz) = 2 Arcsinzx size ..

T —2Arcsinz six € ...

Equations

Résoudre les équations

(i) Arctan(z — 1) + Arctanx + Arctan(x + 1) = T

NV}

2
ii) Arcsin U 2 Arctan x
1+ 22
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Divertissement !

{_1_2_1_: Formule d’Euler et Formule de Machin

1 1
(i) Montrer la relation % = Arctan 3 + Arctan 3 (formule due & Euler).

1 1
(ii) Montrer la formule de Machin % = 4 Arctan E Arctan 239"

(Cette formule permit & John Machin (1680-1752) de déterminer en 1706 les 100 premiéres
décimales exactes de 7).

Encore une formule

. 1 3
Etablir ’égalité % = 5 Arctan - + 2 Arctan w9’

Fonctions trigonométriques hyperboliques

123 | Formules d’addition des fonctions hyperboliques
Soit = et y deux réels. Montrer les formules suivantes :

(i) sh(z +y) =shachy+chzshy (iii) ch(z +y) =chaxchy +shxzshy
(ii) sh(2z) = 2shxchz (iv) ch(2z) =sh®z +ch®z

124 | Une espéce de formule de Moivre
Rappeler la formule de Moivre chez les nombres complexes.
Montrer : Vp € Z,Vx € R, (chz + shx)? = ch(px) + sh(pz).

{zl 5| Duplication
Soit n € N* et z € R.
En utilisant la formule de duplication du sinus hyperbolique, simplifier 2" H ch (;k)
k=1

126, Un exo de kholle!
Soit (a,b) € R2. Résoudre dans R I’équation achz + bshz = 0.

127 | Sommes
Soit n € N* et (z,y) € R%.

n

Calculer C), = Z ch(kx +y) et S, = Z sh(kz +y).
k=0 k=0

28 | Fonctions hyperboliques réciproques

1. Pour tout y € R, résoudre ’équation y = shz d’inconnue = € R. Qu’en déduit-on ?
2. Méme question avec la fonction ch.

:29  La fonction tangente hyperbolique

sh
On appelle tangente hyperbolique et on note th la fonction O
C

1. Etudier la fonction th et tracer son graphe.

tha +thy 2thz
2. Mont tout (z,y) € R?, th =" " "7 et th(2zr)= ————.
ontrer que pour tout (z,y) on a th(z +y) l—l—thﬂcthye (2z) s
1+thz\" 1+th
3. Montrer que pour tout x € R et tout n > 1, on a <1i—thi> = 1i—thEZg'

4. Montrer que th est injective sur R, donc bijective de R dans son image. Déterminer une
expression de sa réciproque, notée Argth.
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i) L’expression donnée a un sens dés que = # ++/3 donc on a une fonction

R\ {£V3} — R
r — 2

f:

z2-3"

Quotient d’une fonction impaire par une fonction paire, f est impaire. Nous allons donc
Pétudier sur £ =R, \ {V/3}.

La fonction f est dérivable par opérations.

Soit x € E. On a

_ 3z%(z% — 3) — 23(22)
(22 = 3)?

f'(@)
Le dénominateur étant > 0, f(x) est du méme signe que

32%(2? — 3) — 2%(27) = 2?2 (32% — 9 — 227%) = 2%(2? — 9) = 2%(x — 3) (z + 3)..
>0

On obtient alors le tableau de variations suivant de f sur F.

x 0 V3 3 +0o0
o0 = - 0o+
+0oo +0oo
\ /
9/2
f 0 \
—00

La seule limite un peu subtile est celle en 400, que 'on obtient en factorisant numérateur

3
. . p B . : x _ 1
et dénominateur par les termes prépondérants : quel que soit x € E, on a _7— = w1 T

Comme on a —5 —— 1, il s’ensuit f(x) P +o0.
T T—+00

1- T—+00

Voila enfin le graphe de f.
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ii) L’expression donnée a un sens si et seulement si 22 — 1 > 0, c’est-a-dire si et seulement si
2?2 > 1, c’est-a-dire si et seulement si || > 1. On a donc une fonction

|—o0,-1[U]l, 4] — R
I 2 _

x — In(x®-1).
Composée (dans le bon sens!) d’une fonction quelconque et d’une fonction paire, f est paire,
donc nous allons simplement I’étudier sur |1, +ool.
La fonction f est dérivable par opérations.

Soit & € ]1,400[. On a

fl(@) = = >0,

donc la fonction f est strictement croissante sur |1, +oo].
Les limites se calculent trés simplement et on obtient le tableau de variations suivant de f

sur |1, +o0l.
x 1 +0oo
f! +
+00
f
—00

Voila enfin le graphe de f.
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s . . . 1 . . , .
iii) On voit directement que I'expression % a un sens si et seulement si & # 0. Pour déterminer

quand cette quantité est > 0 (de telle sorte que sa racine carrée soit définie), on peut par
exemple procéder & une disjonction de cas :

— six € ]—00, —1[, In|z| > 0 et x < 0, donc le quotient est strictement négatif et la racine
carrée n’est pas définie;
—six € [-1,0], In|z|] < 0 et z < 0, donc le quotient est positif et la racine carrée est
définie ;
—siz €]0,1], Injz| < 0 et > 0, donc le quotient est strictement négatif et la racine
carrée n’est pas définie;
— six € [1,400[, In|z| > 0 et > 0, donc le quotient est positif et la racine carrée n’est
pas définie.
L’expression donnée a donc un sens si et seulement si x € [—1,0[U[1, +o0[, ce qui nous donne
une fonction
fo [-L0[U[l,40] — R
In|z|

r —_ .
x

(a) Sur [—1,0[, la fonction f peut se réécrire x w Comme la racine carrée est
dérivable sur R, cette fonction est dérivable sur l'intervalle ouvert |—1,0[.

Soit € |—1,0[. On a

1—In(—=x)
Fa) = —E—
5 ln(;x)

qui est du méme signe que 1 — In(—x), c’est-a-dire > 0.

(b) Sur [1,+o0[, la fonction f peut se réécrire x — \/1“77”. Comme la racine carrée est

dérivable sur R, cette fonction est dérivable sur l'intervalle ouvert |1, 4-o0].
Soit x € |1,400[. On a

1-Inx
(o) = —ﬂfm ,
N
x
qui est du méme signe que 1 — Inx.

On obtient ainsi le tableau de variations de f.

x -1 0 1 e “+0oo
f/ _|_ _|_ 0 —
+00
f e—1/2
| | \ 0

Voici enfin le graphe de f.
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iv) L’expression donnée est définie si et seulement si & € Dy, et tan(z) # 0 et 22 € Dyay.
Pour tout x € R, on a

r € Dian — a:;é% mod 7
tan(z)# 0 x#0 mod 7

< z#0 mod /2.

Ainsi, pour tout z € R, on a

D
t 2 x € Dtan
tan(2z) bien définie < < tan(z)# 0

tan(z) 22 € Dian

mod 7
mod 7
mod 7

T
T
2x

— x#0 mod m/2
r#% mod m/2

<~ x#0 mod 7/4.

—

Z
#
=

R OnN

Ainsi, si Pon définit D = {m eR |z #0 mod 7r/4} = Upez |k5, (k+1)Z[, on a une

fonction
D - R
f Cr tan(2:v)'
tanx

Le domaine D est (clairement) 7-périodique et symétrique. Quotient de deux fonctions im-
paires, la fonction f est paire. Quotient de deux fonctions m-périodiques, elle est w-périodique.
On va donc se contenter de ’étudier sur £ = ]O, T [ U ] 5 [

La formule d’addition de la tangente permet de voir que

2

Vo € D, f(x) = T tan?@)’

La fonction f est dérivable par opérations. Soit € E. On a (en utilisant la formule tan’ =
1/ cos?, ici plus judicieuse car elle donne des expressions plus factorisées)

1 1
2 o (3 tAan T — tan(2z)

fi(z) =

tan® x

Comme tan?x > 0 (car x € D), cette expression a le méme signe que son numérateur. On
peut en fait encore la simplifier davantage en multipliant par cos?(z) cos?(2x), également > 0
car ¢ € D (donc x,2x € Dyap) @ f/(x) est du méme signe que

2tan(z) cos?(z) — tan(2x) cos®(2z) = 2sin(x) cos(x) — sin(2x) cos(2x)
= sin(2z) — sin(2z) cos(2x)
= sin(2x)(1 — cos(2x)).

Or, comme z € E, on a 2z € |0, Z [ et sin(2z),1 — cos(2z) > 0.

On a donc montré que Va € E, f/(x) > 0, ce qui montre que f est strictement croissante sur
chacun des intervalles qui constituent F, c’est-a-dire ]O, 1 [ et ] 15 [
Il était en fait plus judicieux de s’éloigner un peu du plan du cours et d’utiliser la fomule
alternative, qui permet d’écrire, sur chacun des intervalles que I'on considére, la fonction f
comme composée de fonctions dont on connait le sens de variations. On obtenait directement
que f était strictement croissante sur chacun de ces deux intervalles.

On obtient alors le tableau de variations de f sur E.
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z |0 /4 /2
I + +
+o0o
2
/ 0
—00

Justification des limites.
(a) La limite en 0% est la plus délicate & déterminer. Il y a au moins deux possibilités :
e on utilise la formule alternative que 'on a énoncée en remarque, en ajoutant que,

par continuité de la fonction tangente, on a tan(z) — 0;
z—

e on utilise le fait que la fonction tan (resp. z — tan(2z)) est dérivable en 0, de
dérivée 1 (resp. 2), ce qui donne, par définition, les limites des taux d’accroissement

tan x tan(2z)
—1 et _— — 2.
x z—0 x z—0

En passant au quotient, on obtient

tan(2
an(2z) g
tanxr 2—0

e + R . o
b) Les limites en (Z)~ sont plutot faciles. Par continuité de tan en T, on a
4 4

i
tan(z) —— tan — =1,
m4>%i 4

donc

tan(x) —— +o0 et tan(2r) ——— —oc.
=5~ ajﬁ%Jr

(¢) On a, par exemple par continuité de tan en 7, que

tan(2z) —— 0.

x
=%

Comme en outre tanz ——— 400, on en déduit
=5

tan(2z)

tanr z—z-

0.

Encore une fois, c’était également faisable (et facile) avec la formule alternative.

Voici le graphe de f, prolongé par parité et périodicité.
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v) La formule donnée a un sens pour x # 0 et définit une fonction f : R® — R 1
r +— zArctan _.

Cette fonction est paire en tant que produit de deux fonctions impaires (le deuxiéme facteur

T Arctan% étant impair comme composée de deux fonctions impaires). Nous allons donc

Iétudier sur R? .

La fonction f est dérivable par opérations.

Soit zx € R%}.. On a

1 _1
f/(z) = Arctan — +x%
o1+ (3)
1 T
— Arctan - — —2—_.
retan — — o3

Déterminer le signe de cette expression n’est pas aisé, mais on peut constater que la dérivée
de f sur R’ est a son tour dérivable par opérations (autrement dit, f est deux fois dérivable)
et calculer f”.

Soit z € R}. On a

—= 14+22—z2z

f//(x) = w1

1+L%  (1+2?)?
B 1 1— 22
T 1422 (1+a?)?
2
=——— <0.
(14 22)2

On obtient alors successivement un tableau de variations pour f’, ce qui nous donne son
signe, et nous donne alors le tableau de variations de f.

r |0 +00
bid _
?
J
0
1
f
0

Justification des limites.
(a) Commencons par la limite de f’ en 4o0.

(b) L’expression donnée ayant clairement un sens pour tout € R, on obtient une fonction
f: R - R
x +— sin(3z) + 3sin(x).
La fonction étant impaire et 27-périodique, on va ’étudier sur la demi-période D =
[0, 7].
La fonction f est dérivable par opérations.
Soit x € D. On a

f'(x) = 3cos(3z) + 3cos(z)
= 3 (cos(3x) + cos(x)) .
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Commengons par déterminer les zéros de cette dérivée. Soit x € D. On a la chaine

d’équivalences

() =0 < cos(3z) = — cos(z)
<= cos(3x) = cos(m + )
< 3r=7+2 mod 27 oudr=—(r+7) mod2x
<5 22 =7 mod 27 oudxr=7n mod 27
— ng modwouazz% mod /2
<§;;> ™ us 3w
r=—-oulrz=—ouzx=—
2 4
— 2c T m 3T
z Lo
4’27 4
Justifications.

* Cas d’égalité des cosinus.
*x Car —m =7 mod 2.

* %% Car x € [0, 7).

En calculant des valeurs de f’ (par exemple en 0, 7/3, 27/3 et 7), on obtient donc le
tableau de signes de f’, ce qui nous donne le tableau de variations de f.

/4

/2 3 /4 ™

£+ 0 -

0 + 0 -

/M\2/m\
f

Voici le graphe de f, prolongé par imparité et périodicité. Attention, le repére n’est pas

orthonormeé.

1

HiEd
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Par récurrence sur n € N :

no
x
H, : «Vr € RT, e > E H»
k=0

no_k
x
Il peut étre utile de poser f, : z +— e* — E o de sorte que H,, s’énonce :
k=0

H,, : «la fonction f,, est positive sur Rt »

Initialisation.

Par croissance de la fonction exponentielle, on a :

VezeRY, e >e

0 mk
01— i
Ore’=1= Z R
k=0
D’ou HQ.
Hérédité. Soit n € N tel que H,,. Montrons H,, 1.
La fonction f,,+1 est dérivable sur R et on a :

ntl g1
x
EeRS Sl = -3
= % = xk_l
= (=1
N
N
i
=0 "
= fal2)

D’aprés H,, la fonction f,, est positive sur RT.

On en déduit que la fonction f),,; est positive sur R.
Donc la fonction f,41 est croissante sur R¥.

Or fn4+1(0) =0.

Donc f,, 11 est positive sur R*.
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Posons
F:00,1] — R
r — 2°(1—a2)' T =exp(zlnz+ (1-2)In(l —2)).

Posons enfin, dans un souci de simplicité,

g: 10,1 — R
z = zlhnz+ (1 —2)In(l—2).

La fonction g est dérivable sur ]0, 1] (par somme de telles fonctions), et on a :

Veelo, 1, g¢'(x) = lmz+1-In(l-=z)-1
= lnz—In(l-2)

Par stricte croissance du logarithme, le signe de cette expression (c’est-a-dire la position relative de
Inz et In(1 — z)) ne dépend que de la position relative de = et de 1 — 2. On dresse alors facilement
le tableau de variations suivant.

z |0 1/2 2
g — 0 +
? ?
g
ln%

Cela démontre Va € ]0,1[, g(z) > In 3.
La fonction exponentielle étant croissante, on a :

Ve €]0,1], f(z)=>

N =
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t

Posons f :t+—e > 4 ¢— et et montrons que f est positive.

On a
VteR, flB)=2t" +1—c" et f'(t)= (42 +2)e’ —e.

— Sit¢[0,1], ona f(t) > 0 car 2 > t et donc (412 4 2)e!” > 2e! > e,
— Sitel0,1], on écrit f”(t) = e’ (4t +2 — et_tz).
1
Comme t — t? < qpowrie [0,1], on a e < et < 2 et donc f”(t) > 0.

La fonction f’ croit sur R.
Comme f/(0) = 0, elle est négative sur R_ et positive sur R,..
Le minimum de f est obtenu en 0 et vaut f(0) = 0.
Ainsi :
VieR, e <et +t.

Autre stratégie. .

On peut aussi poser f : ¢+ % =et"~t 4 tet,

Et il s’agit de montrer que f est supérieure a 1.

La fonction f est dérivable sur R et f/: ¢t (2t — 1)et" =t + (1 — t)e~*.
Comme e~! > 0, le réel f/(t) est du signe de g(t) := (2t — 1 et +(1— t).
La fonction g est dérivable sur R et g’ : t +— (4t2 — 2t + 2)6‘52 -1

Le minimum de ¢ — 4t — 2t + 2 vaut £ donc, pour tout t € R, ona ¢/(t) > I —1> 0.
Ainsi, la fonction g est croissante.

Comme ¢(0) = 0, la fonction g est négative sur R~ et positive sur RT.
Il en est de méme de f’.

Le minimum de f est obtenu en 0 et il vaut f(0) = 1.

[07exo—Fonctions_usuelles.pdf, 8 novembre 2023, 22:37]




115

1.

— On a Arctan(k + 1) — Arctank € | -2, 2.
En effet, la fonction Arctan est croissante, donc Arctan(k+1)— Arctan(k) > 0, a fortiori
Arctan(k 4 1) — Arctan(k) > — 7.
De plus, Arctan(k +1) < 5 et Arctan(k) > 0 (car k > 0), donc
Arctan(k + 1) — Arctan(k) < 7.

— La formule d’addition de tan prouve que

(4R -k 1
1+ (I+ Rk R2+E+1

tan (Arctan(k + 1) — Arctan k)

Ces deux points montre que :

1
Arctan(k + 1) — Arctan k = Arctan () .

k2 +k+1
On a
i Arctan ) . (Arctan(k + 1) — Arctan k)
E2+k+1
k=0 k=0
= Arctan(n + 1) — Arctan(0) (télescopie)
= Arctan(n + 1)

T
k2+k+1> n—too 2

On a donc Z Arctan (
k=0

Remarque. Plus tard, dans ’année, on dira que la série de terme général

= 1 T
Arctan [ ———— | = =
> reton (1) = 5

1
————— converge
Rkt 1 &
et que sa somme vaut :
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On a

D; = {xe[—l,l] | —1<2$\/1—x2<1}.

La double inégalité équivaut, en passant au carré, a

42°(1—2?) <1 = 42" — 42> +120 < (222 -1)2>0.

Cette inégalité est toujours vérifiée et donc Dy = [—1,1].

s

Soit x € Dy. Alors x s’écrit sint avec t € [-7, 7]. On a alors

f(z) = Arcsin(2sint\/1 — sin?t)
T

= Arcsin(2sintcost) car t € [—5, 5]

= Arcsin(sin 2t).

On peut alors simplifier cette expression, mais il faut prendre garde que Arcsin(sin u) = u seulement

s 7r]-

pour u € [—5, b
Dans les autres cas, il faut se ramener & cet intervalle en utilisant les propriétés de la fonction

sinus.

On trouve

Site[-%,5],ona2te|[-%, %] et donc Arcsin(sin 2t) = 2t.

Site ]%,%], alors m — 2t € ]O,g].

De plus, sin(m — u) = sinu.

On en déduit que dans ce cas, Arcsinsin 2¢ = Arcsinsin(r — 2t) = 7 — 2t.
Site [—%, -1 [, alors m+ 2t € [0, —g[

De plus, sin(m 4+ u) = —sin(u).

En utilisant 'imparité de la fonction Arcsin, on trouve dans ce cas que

Arcsinsin 2¢ = — Arcsin(—sin(2t)) = — Arcesin(sin(r + 2¢t)) = —7m — 2t

[
[

—m —2Arcsine siz € [—17 -

S S

f(z) = {2Arcsinz siz € [—?7

7w — 2 Arcsinx sixe]g 1]
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1.

Bilan : I’ensemble des solutions est {\/5 }

— Prouvons que ’équation posséde une unique solution. La fonction :

f:x— Arctan(z — 1) + Arctan x 4+ Arctan(x 4 1)

est continue et strictement croissante (somme de trois fonctions strictement croissantes)
et réalise donc une bijection de R sur ]lim f,lim f[ = ] %, 37”[
—00 —+o00
L’équation donnée posséde donc une unique solution.
Comme f(0) = 0, on en déduit que la solution est strictement positive.
Déterminons cette solution.
Soit = € R telle que

Arctan(z — 1) + Arctan(z + 1) = g — Arctan x.

On veut appliquer la fonction tangente.

Pour cela, justifions que les deux réels sont dans Di,y,.
On a -
E—Arctanx € 10,

De plus, §— Arctanz # 3.

Raisonnons par labsurde. Si on avait 3 — Arctanz = 7, on aurait alors Arctan(z) = 0,
d’ot x = 0. Mais 0 ne vérifie pas I’égalité initiale.
On a donc montré que

™
3~ Arctanx € Dian

On peut appliquer la fonction tangente a chacun des membres, ce qui donne :

tan (Arctan(z — 1) + Arctan(z + 1)) = tan (g — Arctan x)

A gauche, on utilise la formule tan(a + b) et a droite on utilise tan( — 6) =

On obtient 1’égalité
2x 1

2—22 gz

Dot z = i\/g

Comme la racine cherchée est positive, on en déduit que z = \/g ; il est inutile de faire

une réciproque puisque ’on a prouvé que I’équation donnée posséde une unique solution.

3

2. Analyse.

. . 2x
Soit = € R tel que Arcsin (1 e

Par définition de la fonction Arcsin, on a

Arcsin (2733) S {—z E}
1+ 22 272

) = 2 Arctanz.

Synthése.

D’ou -
s Avetans € [27]
rctan x 53
Puis -
M < [77]
rctan x 11
Puis z € [-1,1].
Soit = € [~1,1].

2
Montrons que Arcsin (#) = 2 Arctan x.

2

Partons du membre gauche, mais avant remarquons que = peut s’écrire tant.
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En effet, on a € [—1,1]. Comme la fonction tan induit une bijection de [—Z, Z| sur

[—1,1], il existe un (unique) ¢t € [—F, Z] tel que z = tant.
On a alors
2x 2 tant
Arcsin (7) = Arcsin ({ ————
1+ 22 1+ tan®t
= Arcsin(sin 2t) il faut se rappeler de cette formule de ’angle moitié
2t 2% € [ i ”]
= car —_ =
272

= 2Arctanz

L’ensemble solution de I’équation est donc le segment [—1,1].
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— Commengons par prouver que tan (5 Arctan% + 2 Arctan %) =1.

La formule de Moivre permet d’obtenir :

sinb¢  5tant — 10 tant® + tant®

tan 5t = =
an cosbHt 1—10 tant? + 5 tant*

En remplagant ¢ par Arctan(1), on obtient tan(5 Arctan +) = 2373.

3 037 = 3353
On trouve de méme tan(2 Arctan =5) =775

En utilisant la formule d’addition donnant tan(a + b), on en déduit que :

1 3 2879 | 237
tan (5 Arctan - + 2 Arctan 79) = % =1.
3353 3116
L. . 1 3 37
— Vérifions maintenant 0 < 5 Arctan - + 2 Arctan =9 <T-

C’est une conséquence de :

3 1 1
0 < Arctan = < Arctan = < Arctan % = %
et de :

1 3 7w 3w
0 < 5Arctan = + 2 Arctan — <— —_—
IC an7—|— rc an79 6 < 1

On en déduit alors 1’égalité demandée.
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1. On a
eFt+eTe¥y—e Y eF—eTe¥+e Y
h 2 sh hx chy =
chx shy+shxchy 5 5 + 9 5
Lo v e ) (o e e o)
ez+y__e—z—y
D e—
=sh(z +y).
2. On a

eP+e TeV+eV ef—eTe¥—eY

chz chy+shx shy = 5 5 + 5 5
1
=1 [(ewﬂ/ 4+ eTTY 4 eV e—w—y) + (ew+y _etTY Y e—w—y)]
et e
B 2
= ch(z +y).
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SoitpeZ et x €R. On a

— (ex):ﬂ

el
ePT  e™PT P _ o7P%
et chpx+shpx = +
2 2
= eP*.
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Occupons-nous de la premiére somme.

n
Si z = 0, alors Zch(kx +y)=(n+1)chy.
k=0
Désormais, on suppose x # 0, d’ott e” # 1 (ce qui rend licite les calculs ci-dessous) :

1 n
eszry 4+ = E eszfy
2
k=0

n

> ch(kz +y)

Il
N | =
(1=

k=0 k=0
1 1— (n+1)z 1— —(n+1)z
_ Y e g e -
2 1—e® l1—e®
1 ” e(n+1)x/2 e—(n+l);r/2 _ e(n+l);ﬂ/2
= 5 (e‘ X er/2 X e—t/2 _ ox/2 +
Y e—(n+1)w/2 e(n-‘rl)z/? _ e—(n-‘rl)w/?
¢ X e—/2 X er/2 — pg—x/2 )
(nt+1)x (n+1)zx
— } enac/2+y sh 2 + e—nm/Z—y sh 2
2 sh § sh 3
(n+1)z
n sh =5~
— h (== -2
ch ( 2 +) sh 3

(nt+D)z
On peut faire un calcul similiaire pour sh et on obtient sh (% + y) Shshig
2

Autre solution, ou plutét autre présentation (la preuve est la méme)
Restons dans le cas « # 0, alors e® £ 1. On peut aussi avantageusement calculer sans trop d’effort
les deux sommes en méme temps, en considérant la somme et la différence des deux sommes :

n
Cn + Sn = Z ekx“’
k=0

n+1)x
yl—e( )
1—e”

(n+)a ( _ (ntDz (n+1)z)
e 2 e 2 —€e 2

=¢e

:ey
Tz 7 _ T )
ez (e 2 732)
(n+1)x _ (n+1)z
y nz € 2 — € 2
=e’e 2 z — =z
ez —e 2
1. (n+)z
:e%ﬂ/L 2
h £
sh 5

n

OnaC, -85, = Z e k=Y. ¢est donc la méme formule que ci-dessus en remplacant x par —x et

k=0
y par —y. Ainsi :

_pe  shtlz
C,—S8,=e2 Y2
€ sh 5

Par somme et différence, on récupére donc

o ety L e~ Y sh Lgl)gj b (nm ) sh Lgl)z

n = = C —_— —_—
2 sh 5 2 sh 5

g ez tY — e~ % ~¥sh 7("';1)1 h (mc N ) sh 7(”';1)96

n = =S —_— —_—
2 shz 2 V) e
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